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LOI MO DAU

Trong xac suat, dinh 1i giéi han trung tdm 1a dinh Ii ndi tiéng va cé vai tro quan
trong. Binh Ii giéi han trung tam 1a mét khia canh quan trong trong Ii thuyét xac suat va
thdng ké toan. Pinh Ii ndy cho thdy xu huéng tap trung caa bién mau vé phan phdi chuan.
Nho dinh 1i ndy, ching ta cé thé tién doan va udc luong xap xi phan phdi caa bién mau
dwa trén phan phdi chuan, gitp chdng ta hiéu rd hon vé su bién ddi va tinh chét cua cac
bién ngau nhién.

NGi vé lich sir hinh thanh, ciing nhu nhiéu Ii thuyét Toan hoc khac, Pinh li giéi han
trung tam ciing 1a tong hoa cua nhiéu cong trinh toan hoc, véi su dong gop cua nhidu nha
khoa hoc. Theo Wikipedia, phién ban dau tién cua dinh li nay duoc dua ra bai nha toan hoc
g6c Phap - Abraham De Moivre. Trong mét bai bao xuat ban nam 1733, ong da st dung
phan phéi chuan dé tinh gan dung phan bd ctia s6 mat ngira do nhiéu lan tung déng xu dong
chat. Phat hién nay da di truéc thoi dai rat xa va gan nhu bi lang quén cho dén khi nha toan
hoc néi tiéng ngudi Phéap Pierre-Simon Laplace trong mot xuat ban nam 1812 d3 mé rong
phét hién ciia De Moivre bang cach xap xi nhi thiac phan phéi véi phan phdi chuan. Nhung
cling nhu De Moivre, phat hién cua Laplace it duoc chd y vao thoi cua ong. Mai dén cudi
thé ky 19, tim quan trong cua dinh Ii gigi han trung tim méi dugc nhan ra, khi vao nim
1901, nha toan hoc ngudi Nga - Aleksandr Lyapunov d phat biéu va ching minh dinh Ii
mot cach tong quét. Thuat ngit "dinh Ii giGi han trung tim" duoc George Pélya sir dung lan
dau tién vao nam 1920 trong tiéu dé ctia mot bai bao cua 6ng va tir 6 duogc sir dung rong
rii cho dén ngay nay.

Cho dén hién tai, Binh li giéi han trung tm c6 tng dung rong réi trong nhiéu linh
vuc khac nhau, chang han nhu trong xac suat va thong ké: Binh 1i gisi han trung thm c6
vai tro quan trong trong viéc xac dinh phan phdi xap xi ciia mot bién ngau nhién. N6 cho
phép xac dinh x&c suat xay ra cia mot sy kién dua trén mau ngau nhién cé kich thudc 16n;
trong Y hoc, dinh li gigi han trung tim dugc st dung dé xac dinh phan phéi xap xi cua céc
bién y té nhu chiéu cao, can nang, huyét ap trong cac nghién ctiu 1am sang, hay trong Khoa
hoc may tinh, dinh li gigi han trung tim dugc sir dung trong phan tich dir liéu va machine
learning dé xac dinh phan phdi xap xi ctia cac bién ngau nhién trong qua trinh huan luyén
mo hinh...

Dinh 1i gisi han trung tdm c6 mat & hau hét gido trinh xac sut thong ké trong va
ngoai nudc véi nhidu tng dung thi vi xoay quanh. Tuy nhién, ddy 1a mot dinh Ii kho véi
nhiéu sinh vién va thuong bi bo qua trong qué trinh hoc tap. Trong bao cao nay, tdi mudn
trinh bay lai chi tiét vé phét biéu va chirng minh cua dinh Ii gi¢i han trung tdm. Sau do, toi


https://vi.wikipedia.org/wiki/X%C3%A1c_su%E1%BA%A5t

cb gang tap hop lai mot sb tng dung caa dinh 1i giGi han trung tam vé mat Ii thuyét ciing
nhu thyc té. Cudi cing, toi suu tap mot vai vi du thl vi dé thay duoc sy gan giii ctia dinh
Ii trong cudc séng.



Chuong 1. coso TOAN HOC
1.1 Bién ngdu nhién
Theo [1], bién ngiu nhién duoc dinh nghia:
Bién ngau nhién X 1a mot ham do dugc trén khdng gian mau.

Bién ngau nhién X dugc goi 1a mot bién ngau nhién roi rac néu ta ¢ thé liét ké céc gia
tri N6 nhan.

Bién ngau nhién X 1a bién ngau nhién lién tuc néu X c6 thé nhan bat c gié tri ndo trén
mat khoang cua truc s, tham chi trén toan bo truc sd.

Nhtng khai niém sau dugc tham khao trong [2]
1.2 Quy ludt nh{ thirc —B(n, p)

Bién ngau nhién rai rac X nhan mét trong céc gia tri c6 thé ¢d x = 0,1,2, ..., n VGi Cac
X&cC suat tuong tmg dugc tinh bang cong thac (1) goi 1 phan phéi theo quy luat nhj thic
Véi cac tham sé la n va p.

PX=x)=Clp*(1—-p)"™*, x=0,12,..,n. (D

Quy luat nhi thirc duoc ki hiéu B(n, p)

1.3 Quy lugt Poisson —P(4)

Bién ngau nhién roi rac X nhan mot trong céc gia tri c6 thé ¢d x = 0,1,2, ... VGi Cac X4c
suit twong tng duoc tinh bang cdng thuc (2) goi 1a phan phdi theo quy lut Poisson voi
cac tham so 1a A.

X

PX=x)= x—|e"1, x=012,.. (2)

Quy luat Poisson duoc ki hiéu P (1)
1.4 Quy lugt phan phéi déu lién tuc —U(a, b)
Bién ngau nhién lién tuc X goi 1a phan phdi theo quy luat déu trong khoang
(a, b) n€u ham mat dé xac suat cla né cd dang :

1

fx)=ib—a
0 voix ¢ (a,b).

voi x € (a,b)

(3)

Quy luat phan phéi déu lién tuc dugc ki hiéu U(a, b)



1.5 Quy lugt phan phéi liy thira —Exp(A)
Bién ngau nhién lién tuc X goi 1a phan phdi theo quy luat liy thira (quy luat mil) néu

ham mat do xé&c suat caa né co dang :

voi x <0

voix = 0.

F0 ={5 )

Trong d6 A 1a mot hang s duong.
Quy luat phan phéi lity thira dugc ki hiéu Exp (1)

1.6 Quy ludt phan phéi chudn —N(u, 62)
Bién ngau nhién lién tuc X nhan céc gi4 tri trong khoang (—oo, +00) goi la phan
phdi theo quy luat chuan vai cac tham sé p va a2 néu ham mat do xé&c suat cia nd cé dang:

1 _(x-w)?

e 202 | 5
o ©)
Quy luat phan phéi chuan dugc ki hiéu N (u, 6?)

flx) =

1.7 Quy lugt phan phéi chudn héa —N(0,1)
Bi&n ngau nhién lién tuc U nhan cac gia tri trong khoang (—oo, +00) goi la phan
phdi theo quy ludt chuan héa néu ham mat do xac suat cla nd cé dang :

1 u?
) =E€_7- (6)

Quy luat phan phéi chuan hoa duoc ki hiéu N(0,1).

1.8 Ham dac trung
Ham dic trung cta bién ngau nhién X 1a ki vong toan caa bién ngau nhién e’ va
duoc Ki hiéu 1a ¢y (t), tac la:
@y (t) = E[e'™] = E(costX) + iE (sintX).
Nhu vay néu X 1a bién ngau nhién roi rac thi:

px(t) = Z eitxjpj-
4 e ~ - - ]
Con néu X la bien ngau nhién lién tuc thi:
+0o0

px(t) = f e f(x)dx.

1.9 Céc tinh chdt ciia ham ddic trung
Tinh chat 1: |@,(t)] < 1.



Tinh chdt 2: Néu 'Y = aX + b thi ¢, (t) = e®* gy (at).
Tinh chat 3: Néu X4, X,, ..., X,, 1a cac bién ngau nhién doc lap thi:
n

(pX1+X2+--~+Xn(t) = H (PXk(t)-

Tinh chdt 4: Néu ton tai E|X|* thi ham dic trung ¢y (t) ciing ton tai dao ham dén bac
K tai moi diém t
Va co:

ox(0) = Z C ppem) + o(et)

Tinh chét 5: Néu {F,(x)} 1a day ham phan phdi xac suat va {(pn(t)} la ddy cac ham
dic trung twong Gmg thi diéu Kién can va du dé {F,(x)} hoi tu yéu (tac 12 hoi ty tai cac
diém E,(x) lién tuc) toi ham phan bd xac suat F (x) 1a {¢,, (t)} tai moi t dén ham dic
trung @ (t) tuwong tng voi F(x).

1.10 Pinh li Lindenberg-Lewi
Néu Xy, X;, ..., Xy, ... la mot déy céc bién ngdu nhién doc lap tuan theo mot quy
luat phan phoi xac suat nao do véi ki vong toan va phuong sai hiru han:
EX) = a; V(X)) = 0%, Vk.
Thi quy luat phén phoi xac suat ctia bien ngau nhién

n
U, —EU,)
Ue =2 —"° p4i U =ZX.
n V(Un) n k

s& hoi ty khi n — oo t6i quy luat chuén hoa N(O 1). Tac Ia:

PUS<x)=— | € 2dt

=/
Chitng minh ‘ ‘
Theo tinh chat cua ham dac trung, ta chi can chi ra rang ham dac trung @ya(t) hoi tu

t2
dén ham dic trung cua phan phdi chuan hda la ¢, (t) = ez khin — .
Xét bién ngau nhién:

U, — E(Un) = [X1 - E(X1)] + [Xz - E(Xz)] + -t [Xn - E(Xn)]-
batY, = X, — E(X,,).
Tac6:U,—EWU,) =Y, +Y, +--+7Y,.
E(Y,) = E[X, — E(X,)] = 0, Vk.
V(Y = EWY) — [EW)]? = E(Y) = a® =V(X,), Vk.
Dit o(t) = ¢y, (t)
Theo tinh chat 4 caa ham dic trung co:
it (it)? t?
p) =1 +FE(Y,() + = EY2) +ot*) =1 —70 +o(t?).
Do U, — E(U,) = X}, Y%, nén:




Oup-£u, (£) = Py, 4vy4eiy, (£) = l_[ @y, () = [p(O]"
k=1

Ta co:

vp =20y = (Zxk> =N vk, = no,
NZ0M) L)L
Vay :
Un - E(Un)

Uue =
Do do:

0t ® = om0, (=) = [e G = {1-F ) +o (G

+2 £2 \)"
{1——+0( )}
2n o’n

Vivay:
t2 2
hm (Pua(t) = llm {1 ——+4o0 ( >} S, Jim, nln 1——+o( n)}
e
2

Doln{l——+ <gzn>}

( )}khln—>00 nén

——+o(02 )} = e_%



Chll’O’Ilg 2. MOT SO BAI TOAN UNG DUNG CUA PINH Li
G101 HAN TRUNG TAM TRONG CUQC SONG.
Bai toan 1: Cho bién ngau nhién roi rac X~B(n,p). Tim @y (t)
Loi giai:
Theo dinh nghia cua quy luat B(n, p)
P, =Cip*(1 —p)™7%, x = 0,n.

Nén
n n
Px(®) = B[] = ) e Cip (1= p)" = ) Ci(pe)*(1 - p)"
x=0 x=0
= [pe* + (1 —p)I™
Bai toan 2: Cho bién ngau nhién roi rac X~P(1). Tim @y (t)

Loi giai:
Theo dinh nghia ctua quy luat Poisson:
X
R _
P.=e g x=0,1,..
Nén
. - , A* - (Aeit)x it it

— itx] — itx ,—-1__ — -1 — p—A et _ JA(ett-1)

px(t) =Ele ]—Ze e x!—Ze " =e ‘e =e )
x=0 x=0
Luuy:
e* = z— |x| < oo.
n!
n=0
Bai toan 3: Cho bién ngau nhién lién tuc U c6 phan phdi chuan héa N(0,1). Tim ¢, (t)
Loi giai: , 7
Theo dinh nghia phan phoi chuan hoa
1 u?
(u) =—e z.
v \V2m
Neén:
+00 +o
. , 1 u? 1 ity u2d
(t) = E[e¥] = et —e zdu=— | """ zdu.
Yu - \V2m V2m K

L4y dao ham theo t

2

+00 +o
1 Lo u —i . u?
@'y(t) = T j iue™ 7 du = NeT f e'td(e™7)

+ o0 + 00
—i . w2t u? . i . u?
=—/|e'™. e 2 — f e zd(e't™) =—f ite'e 2 du
V2m —o0 \V2m
— 00 — 00

10



u2
= —t— J “du = —tey(t).

Nhu vay:
@'y () = —tey(t).
T do:
tZ
py(t) = Ce 2.
Do
+00 +oo
. 1 u? 1 u?
0) = et0t ——e 2 du = j ——e 2du=1.
Yu K \V2m K V2m
Nén C = 1, do do:
tZ
py(t) =e z.

Bai toan 4: Cho bién ngau nhién lién tuc X c6 phan phdi chuan N (u, a2). Tim @y (t)
Loi gidi:
Do X c¢6 phan phoi chuan N(u, a?) nén:
X —
X=o0

s +u=0cU+u v&6iU~N(0,1).
Vay:

@x(t) = Ee'™ = Ee't7U*tH = ¢lth g, (gt) = e'H.e e e't“"#
Bai toan 5: Xét tro choi trang thuong sau: ghi mot s6 Vai gia tri 1 dong, néu cudi ngay
thang thi dugc 60 dong. S6 trang thuong la mot s6 thuoe tap {00, 01, 02, ....,99}. Tinh
tién 13i ki vong thu duoc khi budi sang ngudi choi ghi mot sé.
Loi giai:
Goi X;: “Loi nhuan khi dung 1 ddng dé ghi s tht i, don vi: dong; i € {00, 01, ...,99}
Tacé: X; € {—1;59}
X, | —1 59

0,99 0,01

P

Vay: EX; = —1.0,99 + 59.0,01 = —0,4

EX? = (-1)%.0,99 + 592.0,01 = 35,8

VX; = EX? — (EX;)? = 35,64

Bai toan 6: X¢ét tro choi tring thuong trong bai toan 5. Mot ngudi dung 1000 dong dé ghi
100 sb {00, 01, 02, ....,99} vao budi sang véi chién lugc bat ki. Tinh tién 14i ki vong thu
duoc IGc cudi ngay khi thong béo giai thuang.

Loi giai:

Goi a; 12 s6 dong dé ghi sé thir i, i € {00,01,02, ....,99}

Taco: agy + agy + -+ agg = 1000

Goi Y 1a “lgi nhuan thu dugc”

TacoY = ageXop + g1 Xo1 + =+ + Ag9Xgg

11



X, 12 bién ngau nhién c6 phan phéi nhu trong bai toan 5.

Ta kiém tra gia thiét cua dinh Ii giéi han trung tdm: cac X; doc lap, cting phan phéi cé ki
vong va phuong sai hitu han.

Ap dung dinh Ii gi¢i han trung tdm co:

99 99
Y~N M=E<Z ain->,ch =V<Z ain') .

i=00 i=00
Vay
99 99 99
EY =F (Z al‘Xi> = Z al‘EXi = —0,4 Z a; = —0,41000 = —400.
i=00 i=00 i=00

Bai to4n 7: Xét tro choi trang thudng trong bai toan 5. Mot nguoi st dung chién lugc
nhu trong bai todn 6 dé choi tro choi tring thuang trong mét thang (30 ngay). Tinh tién
|4i ki vong thu duoc vao cudi thang.
Loi gidi:
Goi Y; 1a lgi nhuan khi str dung 1000 dong dé ghi cac s s6 s6 ¢ ngay thi i, i €
(1,2,...,30}
Y; c6 phan phdi gidng phan phéi caa Y trong bai toan 6.
Goi Z la tién 1ai thu duoc sau 1 thang.

Z=Y,+Y,+ -+
Kiém tra lai cac gia thiét cia dinh Ii giéi han trung tam: Céc Y; doc lap, cung phan phoi
c6 Ki vong va phuong sai hitu han.
Ap dung dinh Ii gi¢i han trung tdm co:

Z~N u=E<§:Yi>,02=V<iYi> .

i=1 i=1
Vay:
30 30
EZ =E (2 Yi> = ZEYi = 30.(—400) = —1200.
i=1 i=1

Nhan xét: Ta da chi ra mot cach c6 co s khoa hoc 1a khi choi tro choi tring thudng trén
thi nguoi chot ludn thua 16 nang.

12



~ KET LUAN
Bai b&o cao da trinh bay kién thirc co ban vé dinh li gigi han trung tdm, mét trong
nhitng dinh Ii quan trong trong day hoc mén Xac xuat thong keé tai cac truong dai hoc. Bén
canh trinh bay noi dung dinh li, bai bdo dua ra nhirng vi du minh hoa gin noi dung Ii thuyét
vé6i bai toan thuc tién, qua d6 s& gilp cac ban sinh vién thiy hting khai, hiéu duoc sau sic
Ii do tai sao chiing ta hoc xé&c suat. Bai b&o c6 thé duoc van dung trong giang day mén hoc
Xéc suét théng ké tai truong dai hoc.
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